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Damit diese Polynomdivision Uberhaupt durchfuhrbar ist, wird der Ring der formalen Potenzreihen
(analog dem Uebergang von den ganzen zu den rationalen Zahlen) in den Körper der formalen Laurent-
reihen eingebettet. Die Elemente dieses Körpers nennt man auch etwa Operatoren;  kann als eine
Art Verschiebungsoperator aufgefasst werden:

y i - p

2.4. Die RUcktransformation

Schon bei der  Transformation lässt sich die RUcktransformation dann besonders einfach be-
schreiben, wenn man die Pole (Nullstellen des Nennerpolynoms) kennt.

Dies soll hier am Beispiel aus Abschnitt 2.2. illustriert werden. Dazu muss der Erweiterungskörper
von  bezüglich der Wurzeln von  das Galoisfeld  , gebildet werden. Fig. 5 zeigt
das Vorgehen anhand dieses Beispiels:

w

+a, +a2

«3 , a 6 . «5
+a +a2 +a4

M
{ a n } = { I A , « r [

+a

Fig. 5: Die RUcktransformation

Damit hat man die ursprüngliche Folge als Superposition von Folgen mit Elementen aus dem endlichen
Körper  dargestellt, wie Fig. 6 verdeutlichen soll:

0a0
n : a3 a4 a5 a6  a a2 a 3 . . .

. n, a , : a6 a a3 a5  a2 a4 a6 . . .

n

2 a 2 a5 a2 a6 a3  a4 a a5 . . .

 . . .

Fig. 6 : Superposition von
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Dabei lässt sich die Struktur der Folge n}sch on aus der einen Folge:

a3 aA a 5 a 6 1 a a2 a3

ablesen. Eine solche Folge wird in [4] als Galoisfolge bezeichnet. Da die obige Folge durch das
Paar  bestimmt ist, ergibt sich gesamthaft:

 a 3 a J

Dabei charakterisiert  die Anfangsstellung und a 0 die Rekursion der ursprünglichen Folge.

Damit ist ein wirksames Instrumentarium zur Analyse und Synthese von Folgen bereitgestellt. Je
nach Problemstellung wird man dabei im (diskreten) "Zeitbereich" bzw. im  Bereich" arbeiten,
analog etwa zum Zeit- bzw. Frequenzbereich bei der Fouriertransformation.

Dies sollen die drei Beispiele im nächsten Kapitel veranschaulichen.

3. Anwendungen der  Transformation

3.1. Die Taktsteuerung

Bei der Taktsteuerung wird, wie es der Name andeutet, aus einer Folge

die neue Folge

gebildet, wobei die neuen "Zeiten"  durch eine zweite Folge

<bt> = { b0 b, , . . .}

bestimmt werden.

Fig. 7 zeigt ein Beispiel einer solchen Taktsteuerung. Dabei führt das Hauptschieberegister nur
dann einen Takt aus, wenn der Ausgang des Steuerschieberegisters eine "1" ist, sonst bleibt es
stehen (Ausgang eine "0").

w

M

0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 -

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 -

0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 l 1 1 1 0 1 1 0

Fig. 7: Taktgesteuertes Schieberegister
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Die ursprüngliche Folge wird dabei so verändert, dass einzelne Glieder mehrfach auftreten
(kleine Symbole)

Man kann nun durch Behandlung im  Bereich zeigen, dass sich die entstandene Folge als Super-
position von "gespreizten" Folgen gleicher Rekursion darstellen lässt. Dies soll die folgende
Fig. 8 veranschaulichen:

0 1 0 0 1 1 1 • •

0 1 0 0 1 1 1 • •

1 1 1 0 1 0 0

Fig. 8: Taktsteuerung als Superposition
von "gespreizten" Folgen gleicher
Rekursion

Die Produktschaltung

In den beiden nächsten Beispielen sollen zwei Folgen zu einer neuen, "komplizierteren" Folge zu-
sammengesetzt werden. Wir gehen dabei von zwei  Folgen aus. Fig. 9 zeigt, wie diese beiden
Fol gen gemäss Kapitel 2 charakterisiert werden können.

Dabei ist a ein Element des Erweiterungskörpers a), dem Galoisfeld  und S e i n Element
des Erweiterungskörpers  dem Galoisfeld

Wir wollen nun die Folgen  und  so zusammensetzen, dass sich die resultierende Rekursion
durch das Produkt a-ß charakterisieren lässt. Diese Operation entspricht dem "Skalarprodukt"
{an ^i/der beiden Folgen. Wie die entstehende Galoisfolge wiederum eine  Folge bestimmt,
zeigt Fig. 10.

0 10 1

w
( l , a )

1

1 1
+a +a2

\
iß:ß>

r > B C D > = D - 1 + D + D 3

r ß4 ß ß

Fig. 9:  Transformation von  Folgen
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lß*a-ß)

ß4 { 1 aß a2ß2 ß3 aß4 a2ß5 • • • }

I I I I I I
0 1 1 0 0 00 1 1 0 0 0

Fig. 10: Produktrekursion

Dieses Beispiel veranschaulicht den allgemein gültigen Satz:

Sind die Rekursionspolynome  und  irreduzibel und ihre Grade

teilerfremd ), dann ist das Produktrekursionspolynom

auch irreduzibel vom Produktgrad  aber nicht primitiv ( \ .  =

3.3. Die Binomi al faitung

Wie im letzten Abschnitt, gehen wir auch hier von den beiden Folgen

 a ) undM -

aus. Die resultierende Rekursion soll sich nun aber durch die Summe a*ß charakterisieren lassen.
Dies entspricht der Binomial faitung

n . i (
v i - 0 '

der beiden Folgen.
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Die resultierende Folge ist in Fig.

6-10

11 dargestellt:

a+ß

{ Ì C ) m o d 2 B f b ^ } — tßU+ßl

0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 1

Fig. 11: Die Binomi al faitung
(Summenrekursion)

Hier gilt der allgemein gültige Satz:

Sind die Rekursionspolynome Va  und  irreduzibel und ihre Grade

teilerfremd , dann ist das Summenrekursionspolynom ltMt)0 =

auch irreduzibel vom Produktgrad

In diesem Beispiel ist das Summenrekursionspolynom primitiv. Dies gilt aber nur, weil
Vg(.a)= Va+a3=a und Va(.ß)=Uß+ß2= ß5 primitiv sind:

Vat/q(x) ist nur dann primitiv, wenn Va(a) in  und VaCß) in Z2(ß) primitiv sind.

Damit ist gleichzeitig eine Teillösung zur Bestimmung primitiver Polynome beliebigen Grades aufge-
zeigt.

Zusammenfassung

Zur Analyse und Synthese von rekursiven (periodischen) Folgen steht in der  Transformation ein
wirksames Hilfsmittel zur Verfügung.

Dabei lässt sich jede solche Folge als Superposition von Galoisfolgen darstellen. Umgekehrt wurde
am Beispiel der Produktrekursion und Summenrekursion gezeigt, wie sich irreduzible und sogar
primitive Rekursionspolynome höheren Grades konstruieren lassen.
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